
Analiza zespolona

Lista 4

Zad 1. Wykaza¢, »e dla dowolnych z, z1, z2 ∈ C:

a) ez 6= 0,

b) ez1 = ez2 ⇐⇒ z1 = z2 + 2kπi, k ∈ Z,

c) ez1+z2 = ez
1e

z2 .

Zad 2. Narysowa¢ obraz zbioru {z ∈ C : 0 < Imz < π ∧ Rez < 0} przy odwzorowaniu
f(z) = ez.

Zad 3. Wykaza¢, »e

a) sin2 z + cos2 z = 1, ch2z − sh2z = 1

b) cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 − cos z1 sin z2,

c) sin iz = ishz, cos iz = chz.

Na podstawie a), b), c) wyznaczy¢ | cos z|, | sin z|.

Zad 4. Wyznaczy¢ miejsca zerowe funkcji sin z, cos z, shz, chz.

Zad 5. Niech f(z) b¦dzie ustalon¡ gaª¦zi¡ logarytmu ln z. Znale¹¢ f(D), gdzie

D = {z ∈ C : e−1 < |z| ≤ e} \ {z ∈ C : Im(z) = 0 i Re(z) ≤ 0}.

Zad 6. Niech f(z) = sin z. Znale¹¢ f(A), gdzie

A =
{

z ∈ C : Re(z) ∈
(
−π

2
,
π

2

)}
.

Zad 7. Zbada¢ czy ci¡g jest ograniczony:

a) zn = ein, b) zn = (2−i)n

n
, c) zn = (1

2
+ 1

2
i)n d) zn = 3n+1

(−1)nn+2i
, e) dzn = in+1

n+1
.

Zad 8. Znale¹¢ granic¦ ci¡gu:

a) zn = (1 + iπ
n
)n, b) zn = n!

(ni)n , c) zn = 2n+i
2n−i

, d) zn = in+1
n+i

, e) zn = 1
2n + i 1

3n .

Zad 9. Sprawdzi¢, »e limn→∞(1 + z
n
)n = ez

Zad 10. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:

a)
∑∞

n=1
in

n
, b)

∑∞
n=1

√
n+3i

(i
√

n)3
, c)

∑∞
n=1

n+i
n3+2i

.

Zad 11. Zbada¢ bezwzgl¦dn¡ zbie»no±¢ szeregów:

a)
∑∞

n=1
(1+i)n

2n , b)
∑∞

n=1
ein

n2 , c)
∑∞

n=1
i
√

n+1
n

.

Zad 12. Wyznaczy¢ cz¦±¢ rzeczywist¡ i cz¦±¢ urojon¡ liczby
∑∞

n=0
zn

n!
, z ∈ C.

Zad 13. Znale¹¢ sumy szeregów:
∑∞

n=0 rn cos nt,
∑∞

n=0 rn sin nt, gdzie r, t ∈ R, 0 ≤ r < 1.

Zad 14. Wyznaczy¢ promienie zbie»no±ci szeregów pot¦gowych:

a)
∞∑

n=0

nzn, b)
∞∑

n=0

2nz2n

, c)
∞∑

n=0

2nn!

nn
zn, d)

∞∑
n=0

3n

nn
zn2

.


